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摘 ， 要 : 对 任意 正 整 数 m7, 著 名 的 Smarandache 函 数 8$(z) 定 义 为 最 小 的 正 整 数 六 ,使 得 
囊 风 . 即 就 是 SU)= minfm: 川 吕 ,EN]. 本 文 的 主要 目 的 是 利用 初等 方法 研究 
一 饱含 数 S(m) 的 猜想 ;并 部 分 的 得 到 解决 . 
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对 于 任意 正 整 数 ”著名 的 Smarandache 郴 数 S(m) 定义 为 最 小 的 正 整 数 六 ,使 得 中 巴 : 即 
就 是 8S(OD) = minfmw : mE N, 放 路 从 SO) 的 定义 ,我 们 很 容易 推断 出 如 果 = 2 7 
是 守 的 标准 素 因 数 分 解 式 ,那么 

SU) = may{S(P)] (D) 
例如 : S(D = 1S(2])= 2.8(3)= 3,8( 和 = 48(3 = $.9(0 = 3,8(7)= 7,8(8) = 
48(9)= 6.8(10) = 5…… .关于 8S(2) 的 算术 性 质 ,有 不 少 学 者 进行 过 研究 ,获得 了 不 少 有 
重要 理论 价值 的 研究 成 果 . 例如 , Farris Mark 和 Mitchell Patrick 在 文 [1 中 研究 了 
Smarandache 本 数 的 有 界 性 问题 ,得 出 了 本 数 S(D 的 上 下 界 估 计 . 即 就 是 证 明了 : 
(DT 长 So 有 (pp-D IT lopT+r 1 (2) 
王 永 兴 教 授 在 文 [2] 中 研究 了 S(z) 的 均值 性 质 ,给 出 了 该 函数 均值 的 一 个 较 强 的 渐 近 公式 : 


C2 守 2 
2 S(2) = 2 lnx + 1] 将 沁 


Lu Yaming 在 文 [3] 中 研究 了 一 个 包含 S(z) 的 方程 的 可 解 性 问题 ,证 明了 对 任意 正 整数 / 垃 
2. 方 程 


(1I+ 1112+ …+ 71) = OU+ (12)+ 二 (1) 
有 无 穷 多 组 正 整数 解 (71111 ,71112， ,11 ) . 
Jozsef Sandor 在 文 [4] 中 进一步 证 实 对 任意 正 整数 磋 2 存在 无 限 多 组 正 整 数 (mi ,ma ， 
… ,6) 满足 不 等 式 : 
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(1I+ 1112+ …+ 71) > OUJ+ 9(12)+ 二 (1 ) 
同样 又 存在 无 限 多 组 正 整 数 (mi,mwz，… ,mx) 使 得 
(1I+ 112+ …+ 71) < + 9(12)+ … + (Or) 
Fu Jing 在 文 [5] 中 还 证 明了 更 强 的 结论 : 即 就 是 如 果 正 整数 上 和 六 满足 下 面 三 个 条 件 之 一 ， 
(a) 大 > 2 和 m 它 1] 均 为 奇数 ; 
(b) 房 ”5 为 奇数 ,m> 2 为 偶数 ; 
(e) 任意 偶数 芝 4 和 任意 正 整 数 mm; 
那么 方程 
1 (1I+ 712+ …+ 71) = (IJ)+T (112)+T … 二 (1 ) 
有 无 穷 多 组 正 整数 解 (71111 ,1112， ,711 ) . 
此 外 徐 哲 峰 在 文 [6] 中 研究 了 SC) 的 值 分 布 问题 获得 了 一 个 更 深刻 的 结果 . 即 就 是 证 
明了 下 面 的 定理 : 
设 P(z) 表示 并 的 最 大 素 因 子 , 则 对 任意 实数 x > 1, 我 们 有 渐 近 公式 : 


乡 祝 3 
2 (SO - P(m) = 一 + g 关 - 


克 
压 - 工 1nX 


其 中 YXs) 表 示 古 emann zeta- 范 数 . 

本 文 的 主要 目的 是 研究 一 个 包含 Smarandache 本 数 S$(z) 的 猜想 ,并 部 分 的 得 到 解决 ! 具 
体 地 说 也 就 是 对 任意 正 整 数 见 我 们 讨论 和 式 

二 < 
之 5S(d] (3) 


吉 忆 

是 否 为 整数 ? 并 猜测 仅 有 有 限 个 正 整数 ”使 得 (3) 式 为 整数 .进一步 我 们 有 下 面 的 

猜想 对 任意 正 整数 "> ， 辟 厅 为 整数 当 且 仅 当 7 18 

虽然 目前 我 们 还 不 能 证 明 这 一 猜想 ,但 是 我 们 对 它 的 正确 性 是 深信 不 疑 的 ! 本 文中 我 们 利 
用 初等 方法 证 明了 支持 这 一 猜想 的 几 个 结论 ,具体 地 说 也 就 是 对 一 些 特殊 的 正 整 数 我 们 证 明 
了 下 面 的 : 

定理 1 当 ”为 无 平方 因子 数 时 , ( 3) 式 不 可 能 是 正 整数 . 

定理 2 ”对 任意 奇 素数 p 及 任意 正 整数 工 当 n= z 且 区 p 时 ,(3) 式 不 可 能 是 正 整数 ， 

定理 3 对 于 任意 正 整 数 ”, 当 7 的 标准 分 解 式 为 m，z2…p 丰 入 六 县 SO = 六 时 ,(3) 
式 不 可 能 是 正 整数 . 


2 定理 的 证 明 
在 这 一 部 分 ,我 们 来 完成 定理 的 证 明 .首先 证 明定 理 1 为 方便 起 见 我 们 解释 一 下 无 平方 


因子 数 的 定义 : 一 个 正 整数 zx 称 作 无 平方 因子 数 如 果 z> ] 且 对 任意 素数 p, 当 plz 时 有 PP. 
有 .了 汶 个 定义 ;我们 可 以 直接 证 明定 理 1. 事 实 上 对 任意 无 平方 因子 数 风 可 设 =，P1 
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pz… 庆 为 寻 的 标准 分 解 式 ,其 中 pf < pp <… < 及 为 素数 .于 是 由 (]) 式 我 们 不 难看 出 S(zm) 
= SP pz…pr)= jp: 当 上 = 1 时 ,= Pi 为 素数 ,此 时 


1 1 1 1 
2 (人 


由 于 mm > 1 所 以 (4) 式 不 可 能 是 整数 . 
当 丰 > 1 时 ,注意 到 对 任意 dl pi jp… pe :我 们 有 SCdpo) = 产 . 于 是 


下 记 二 烛 1 < 一， 

光 (da) 人 SU) 2 S(d) 一 0 (daPr) 
1 1 1 少 - 
三 十 二 RS 二 
2 9(d) 2 LA 2 S(d) DO 


忆 这 由 
显然 ( 习 式 不 可 能 是 整数 . 若 不 然 , 假 定 >， 0 为 整数 , 则 由 ( 习 式 JP 人 也 为 整数 .不妨 
设 > 人 凡 , 由 于 大 > 1 所 以 六 为 奇 素数 ,所 - 丸 = 2 :或 者 

DPI ”Pr… PDF 之 二 -1 = DPI Przr… PDF-1 2 《9) 


1 也 

显然 (60) 式 左边 能 够 被 六 整除 ,而 右边 不 能 被 六 整除 矛盾 ! 所 以 (5) 式 不 可 能 为 整数 .于 是 证 
明了 定理 1. 

现在 我 们 证 明定 理 2. 为 此 ,我 们 需要 下 面 一 个 简单 的 : 

引 理 “对 任意 正 整 数 > 1, 设 

Ci = 1+ 忆 二 十 

则 C" 不 可 能 为 正 整数 ! 

证 明 “我们 用 反 证 法 来 证 明 这 一 结论 .假定 对 某 一 正 整 数 zw> 1, C, 为 整数 . 则 可 设 C* = 
下 以 及 i= 12 12… ,现在 设 = maxf{ 开 , 开 … ,有 则 TI 乍 所 有 守 = 1 2,… ， 
7 的 分 解 式 中 只 出 现 一 次 ,也 就 是 说 是 唯一 的 ! 若 不 然 , 则 存在 两 个 正 整 数 长 ，…, 吧 7 使 得 了 
= 工 = 工 由 于 到 5 所 以 7/ 么 人 , 从 而 在 奇数 上 和 之 间 一 定 存在 一 个 偶数 , 设 为 7. 于 是 1 < 
2 2= 和 色 7 即 就 是 存在 正 整数 训 = 私 天 7 也 介 于 1 和 7 之 间 且 它 含 2 的 方 寡 大 于 
工 这 于 的 定义 矛盾 ! 从 而 证 明 了 是 唯一 的 .现在 设 x = 2 到,M= 和 和 疡 … 访 . 则 


hCGC= M | 1+ 二 下 和 二 7 | 过 将 
2 U 一 1 WU+ 1 1 
_ 工 1 1 | 1 1>… 
= 4 | 1+ 7 十 + + + + 本 + 9 (3 


在 (7) 式 中 ,由 假设 M，C 为 整数 ,而 由 1 的 定义 可 知 
1 | 1+ 罗 光 十 + 于 本 也 为 整数 ,但 是 和 和 要 
从 而 C, 不 可 能 是 正 整 数 ! 引 理 正 毕 . 


不 是 整数 ,矛盾 ! 
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现在 我 们 完成 定理 2 的 证 明 ,对 于 任意 奇 素数 p 及 正 整 数 工 当 ”= 六 时 , 设 狼 芭 p 
则 由 (D 式 不 难 计算 出 


二 1 ] ] ] 本 1 
名 5Gj= 之 ， SI 
二 二 本 ]+ 二 十 二 (8) 


由 引 理 及 ( 8) 式 我 们 立刻 得 到 当 z = z 且 时 ， (2) 式 不 可 能 是 整数 .于 是 证 明了 定理 2. 
定理 3 的 证 明 : 为 方便 起 见 设 mw= 站 72:… 由 生产 = 全 大 并 注意 到 So) = 六 所 以 


我 们 有 
部 5 2 冯 人 + RE 到 何 * ， 


1 QU ) 
2 


其 中 d(z) 为 除数 画 数 , 即 d(z) 表示 的 所 有 正 因数 的 个 数 . 


在 (9) 式 中 显然 当 df xz 时 ,8S(d) < 产 ， 所 以 在 有 理 数 > 7 它 的 分 峡 中 不 含 素数 pk 


因而 当 2 ， 必须 为 整数 ,从 而 za = (Er DGD+ 1D…( 了 + 0D， 


由 于 六 素 > 计 大 整 ts 1 .从 而 可 得 
T+ 伺 产 ( 10) 


由 (2) 式 及 (10) 式 知 

S( 太 全 (PDT+ 亿 T+ 仑 产 (11) 
且 Sop) 径 六 这 是 因为 则 SpO) .因而 8( 太 这 六. 这 年 8) = 庆 矛 盾 ,所 以 定理 3 成 立 . 
于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
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equations is considered and a sufficient condition for all solutions of the eduaton tending to 
the postive eduilhbrium point is obtained. Some known results are Improved and generalized. 
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On a conjecture of the Smarandache function (7 ) 
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Abstract For any positive integer2，the famous Smarandache function S(z) defined as the 
smallest positive integer m such that mlml . Thatis ,S(2)= min{m : 咱 ml ,IE N} .The main 
purpose of this paper is using the elementary methods to study a conjecture lnvolving the 
Smarandache function S(z) ，and solved this conjecture partly. 
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